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A Study on Rotation Invariant Features of Fourier 
Descriptors on Digital Images
 SeiichiroDan
【Abstract】
In object recognition and clustering, silhouette of object is one of the most useful features.　
In most problems, invariances of scaling and rotation are required.　The Fourier descriptors 
are a series of techniques for shape descriptions with various invariant features by treating the 
coordinates or the declination angles of the point sequence constituting the silhouette as a 
periodic function and apply Fourier series expansion on them.　They are used for 
morphological analysis of animals and plants, pathological diagnosis, and design of industrial 
products.
Theoretically, Fourier descriptors have scale and rotation invariance.　Furthermore, if the 
image is discretized with a sufficiently short sampling interval and sufficiently many 
quantization levels, even digital images have these properties approximately.　However, 
conversely, for rasterized digital images, it also means that the invariances are somewhat 
disrupted.
In this study, we investigated the actual extent of rotation invariance using actual digital 
images.　As a result, it has been found that the rotation invariance can be greatly lost in digital 
images.
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線上の点 P における接線と始点 S における接線のなす角を  で表し，偏角と呼ぶ（図
１）．ただし，  は始点から点 P までの弧長（経路に沿って測った道のりの長さ）である．
曲線上をたどって再び始点に戻ったあとも，続けて曲線上をぐるぐると回り続けるもの






という関数を定義して，正規化偏角関数とよぶことにする．変数  の値は周回ごとに 







正規化偏角関数  は 周期  の周期関数となるので，
　　　　…（₃）






ディジタル画像である．そこで，閉曲線上に等間隔に N 個の標本点  を取っ
て，閉曲線を等辺多角形で近似することを考え，各辺の方向ベクトル  が基準辺の方
向ベクトル  となす角  を「偏角」と考えて，離散表現する．
離散系の正規化偏角関数は，
　　　　…（₅）
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② 楕円フーリエ記述子
楕円フーリエ記述子も Z 型同様閉曲線を前提とした変換である．
曲線上に任意の点 S を定め，S から一定速度で曲線上を移動しながら周回する動点 P を
考えると，点 P の  座標，  座標はそれぞれ独立した周期関数とみなせる（図４）．これ
をフーリエ級数展開することで得られる三角関数の係数が楕円フーリエ記述子である．
楕円フーリエ記述子は次に述べる G 型フーリエ記述子と数学的には同等である．G 型
フーリエ記述子の方が楕円フーリエ記述子より理論の記述がコンパクトになるので，楕円
フーリエ記述子の理論説明は省略する．





楕円フーリエ記述子では，  座標と  座標をそれぞれ別々に弧長の関数と考えたが，G
型フーリエ記述子では，  座標が実部，  座標が虚部であるような複素関数ととらえてフー
リエ級数展開を施す．
平面座標  と複素数  を同一視して考える．













このとき，係数  を G 型フーリエ記述子とよぶ．
G 型フーリエ記述子の性質
以上のことをふまえ，G 型フーリエ記述子の特徴をまとめておく．
⃝ 直流成分  は図形の重心位置を表す．
⃝  以外の  は，平行移動，回転に関する不変性を持つ．






















輪郭上に等間隔に N+１個の標本点  を取る．ただし，  である．
  に複素平面上の点  を対応づけ，両者を同一視することにする．






ぶことにする．ここで，  と定義すると，偏角  は複素平面上の複素
数  の偏角に一致する．
いま，等辺 N 角形の一つの辺の長さを  とすれば，
　　　　…（₁₃）
である．
逆に，  と始点  が与えられたならば，  として，近
似多角形の頂点の位置が求まり，原図形は，位置・形ともに復元できる．また，始点 
がわからなくても，任意の点を始点と定めることで，図形の形状は復元できる．





である．この，  を P 型フーリエ記述子と呼ぶ．
P 型フーリエ記述子の性質






⃝ P 型には，Z 型の短所であった逆変換図形が閉曲線とならない，という欠点はない．
⃝ 開曲線に対しても適用可能である．
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凡例の意味はこれまでと同様なので説明は省く．記述子の一部を用いて得られる近似形状







複素平面上の点  を原点周りに  回転させた点を  とすれば，
　　　　…（₁₆）
と表せる．N 個の標本点全体，  を原点周りに  回転させたものを 





































偏角（deg） 大きさ 偏角（deg） 大きさ
₆₇.₃ ₁₇₅₄₆ ₄₁.₇ ₁₉₁₇₃
-₉₀.₆ ₁₀₁₅₄ -₄₉.₀ ₁₀₂₈₈
₉₃.₂  ₄₁₇₃ -₃₄.₅  ₄₂₆₆
-₃₅.₂ 　₃₃₀ ₁₇₉.₄ 　₄₆₄





似楕円を規定する量であるが，図５と図８で，  は約₄₀°，  は約₁₄₀°のずれがある
（₄₀°と₁₄₀°は方向としては同一と考えられる）．実際には図８は図５を₁₃₀°回転させて描
かれているのだが，₁₃₀°に対して約₁₄₀°なので，誤差の範囲と言えるかもしれない．大き









る．  と  は両方のグラフに示した．
この図形の場合，楕円近似を表す  と  は図形を回転させていっても変動はわずか
15― ―
ディジタル画像におけるフーリエ記述子の回転不変性の検証
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② P 型フーリエ記述子の回転不変性











結果を図₁₂～図₁₄に示す．  と  についての結果を G 型と比べると，G 型の結果のグ
ラフが真円に近いのに対し，P型の結果は正八角形に近いグラフとなっているのがわかる．
これは G 型と比べると回転不変の度合いが若干下がることを意味するが，正八角形と円
の差はわずかであるので，  と  についてはほぼ回転不変性が成り立つと言って差し支





人 文 自 然 論 叢 79-80




フーリエ記述子のうち回転不変性を有する G 型と P 型について，ディジタル画像を対
象とした時に回転不変性がどの程度成立するのかを実験的に検証してみた．





（₁）  １次の記述子については，G 型，P 型ともに，回転不変性が認められる．ただし，
G 型と P 型の比較では，G 型の方が回転に対する変動が少ない．G 型は₃₆₀度どの
方向に回転しても記述子の値がほとんど変化しないが P 型は特性グラフが正八角
形に近い形になる．
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